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27 図形と計量 

229 

△ABC の面積が最大になるような xの値 

△ABC の面積は， ABC3sinABCsinBCAB
2
1

Ð=Ð×× より， 

1ABCsin =Ð すなわち °=Ð 90ABC のとき最大になる。 

  よって， 222 BCABCA += （三平方の定理）より， 132 =x  13=\x  
∠ACB が最大になるような xの値 

°<Ð<° 180ACB0 より， ACBÐ が大きいほど ACBcosÐ は小さい。 

すなわち， ACBcosÐ は単調に減少する。 

したがって， ACBcosÐ が最小になるときの xの値を求めればよい。 

ただし， BCABCA0 +<< より， 50 << x  ・・・① 

余弦定理より， 

x
x
x

x
x

x

6
5

6

6
5
32

23
CABC2

ABCABCACBcos

2

222

222

+=

+
=

××
-+

=

××
-+

=Ð

　　　　　

　　　　　

　　　　　
 

さらに， 0>x より，相加平均³相乗平均が成り立つ。 

よって，
3
5

6
5

6
2

6
5

6
ACBcos =×³+=Ð

x
x

x
x  

等号が成立するのは，すなわち ACBcosÐ が最小となるのは，
x

x
6
5

6
= のときである。 

そこで，このときの xの値を求めるため，
x

x
6
5

6
= の両辺に x6 を掛け，整理すると， 52 =x  

よって， ACBcosÐ が最小となるような xの値は 5 であり，これは①を満たす。 

ゆえに， 5=x  
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(1) 

 余弦定理より， 

28
60cos64264

ABCBCcos2ABBCABCA
22
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=
°××-+=

Ð×-+=

　　　

　　　  

よって，余弦定理より， 
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(2) 

△DBM において，余弦定理より， 

DBMcosBMDB2BMDBMD 222 Ð×××-+=  
ここで， x=MD とすると， x-=-=-= 4MDABADABBD  

また， 3BC
2
1BM == ，

2
160cosABCcosDBMcos =°=Ð=Ð  

よって， 

( ) ( )
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2
134234

2

222

+-=

××-×-+-=

xx

xxx

　　

 

より，
5

13
=x  

ゆえに，
5

13MD =  

△CEM において，余弦定理より， 

ECMcosMCCE2MCCEEM 222 Ð×××-+=  
ここで， y=ME とすると， y-=-=-= 72MECAEACACE  

また， 3BC
2
1MC == ，

7
72ACBcosECMcos =Ð=Ð  

よって， ( ) ( )
7

723722372 222 ××-×-+-= yyy より，
16

713
=y  

 ゆえに，
16

713ME =  
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参考図 
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正八面体の体積・外接球の半径 

     

 上図を 1 辺の長さが aの正八面体とすると，正八面体は合同な 2 つの正四角錐に分解でき

るから，その体積は正四角錐 ABCDE の体積を 2 倍したものと等しい。 

 正四角錐 ABCDE の頂点 A から底面の正方形 BCDE に下ろした垂線の足は底面の対角線

の交点と一致し，これを H とすると， aaa
2
2

2
2BHABAH

2
222 =÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=-=  

 よって，正四角錐 ABCDE の体積は 32

6
2

2
2

3
1 aaa =××  

 ゆえに，1 辺の長さが aの正八面体の体積は 3

3
2 a  ・・・（答） 

 また，H と各頂点の距離が等しいから，外接球の中心は H である。 

したがって，外接球の半径＝AH＝ a
2
2

 ・・・（答） 
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内接球の半径 

 H は各面から等距離にあるから，内接球の中心は H である。 

したがって，H から面 ABC に下ろした垂線の足を N とし，AN の長さを求めればよい。 

△HNA，△HNB，△HNC について 

∠HNA＝∠HNB＝∠HNC＝90°，HA＝HB＝HC，HN は共通 

よって，直角三角形の合同条件により，△HNA≡△HNB≡△HNC 

これより，NA＝NB＝NC すなわち N は△ABC の外心であるが， 

△ABC は正三角形であるから，その外心と重心が一致する。 

よって，N は△ABC の重心でもある。 

したがって，BC の中点を M とすると， a
2
3AM = より， a

3
3AM

3
2AN ==  

これと， a
2
2AH = および三平方の定理より， aaa

6
6

32
ANAHHN

22
22 =-=-=  

 よって，内接球の半径は a
6
6  
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 六角錐底面の△ABC の部分は頂角 B が 120°の二等辺三角形だから，余弦定理より， 

　　・・・①　　　

　　　

2
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120cos2

ABCBCcos2ABBCABAC

a
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Ð×-+=

 

A から OB に下ろした垂線の足を H とすると，△ABH と△CBH について， 

AB＝CB，BH 共通，∠ABH＝∠CBH より，△ABH≡△CBH 

よって，CH⊥OB かつ CH⊥OB より， q=ÐAHC  

 したがって，△AHC について，余弦定理より，
HC2AH

ACHCAHcos
222

×
-+

=q  

 これと，①および HCAH = より， 2

2

AH2
31cos a

-=q  ・・・② 

O
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 側面の展開図は下図のようになる。 

 
 したがって， 

22222 BHABOHOAAH -=-=  
 ここで， x=OH とすると， xa -=-= 2OHOBBH より， 

( )22222 24AH xaaxa --=-=  

( )2222 24 xaaxa --=- を解くと， ax
4
7

=  

よって， 2
2
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4
744AH aaaxa =÷

ø
ö
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これを②に代入することにより，
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(1) 

 ヘロンの公式より， 
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 補足：ヘロンの公式の導き方 
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(4) 

 四面体の 2 つの面△ABP と△APC のなす角をq ，点 C から直線 AP に下ろした垂線の足

を H， h=CH とすると，点 C は H を中心に半径 hの半円周 ( )°££ 1800 q を描く。 

よって，△ABP を底面とする四面体の高さは qsinh ( )°££ 1800 q で与えられる。 

ゆえに，四面体の高さが hのとき，その体積は最大値をとる。 

そこで， hを求めると， 

hh
2
6AP

2
1ΔAPC =×= ，

2
15

4
153

3
2ΔABC

BC
PCΔAPC =××=×= より，

2
15

2
6

=h  

6
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 よって，四面体の体積の最大値は 
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 単位円の周の長さ>単位円に内接する正十二角形の周の長さ ・・・① 

単位円に内接する正十二角形の周の長さ 

1 辺の長さは，頂角が °30 で等辺の長さが 1 の二等辺三角形の底辺の長さと等しく， 

その二等辺三角形の底辺の長さは，余弦定理より， 

3230cos11211 22 -=°××-+  

  よって，正十二角形の周の長さは 3212 -  ・・・② 

 単位円の周の長さは p2 だから，①，②より， 32122 ->p  

326 ->\p  ・・・③ 

また， ( ) ( ) 2
2

05.33025.936.974.12363236326 =>=->-=
þý
ü

îí
ì - より， 

05.3326 >-  ・・・④ 

よって，③と④より， 05.3>p  

補足 

( )
2

26
2

13
2
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2

32432
2

-
=

-
=

-
=

-
=-  

ここで， 44.26 > ， 42.12 < より， 02.142.144.226 =->-  

よって，
2
02.1

2
2632 >

-
=-  

ゆえに， 05.306.3
2
02.16326 >=×>->p  

ともできるが， 

6 の近似値を知らない場合， 45.2644.2 << であることを見つけなければならない。 
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(1) ポイント：「Tで表せ」＝「Tで表せる」で楽観的に 

 条件より， 
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よって， 
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( )
( ) ( )
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=
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=
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=

+---++--

-
=

+-+-

-+--
=
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(2) 
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4
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2
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1
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2

+÷
ø
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ç
è
æ --=

+-=

--=

t

tt

ttT

　

　  

 これと， 10 << t より，
4
10 £< T  ・・・① 

①より， 0
31216

2cos
2

>
+-

=
TT

Tq  

また，このとき qcos は単調に減少する。 

したがって，q が最小値をとるとき，
qcos

1
も最小値をとることになる。 

よって，
qcos

1
の最小値におけるq の値を求めればよい。 

 

 

124 2 +- tt と 364 2 +- tt を ( )tt -1  

すなわち tt +- 2 で割る。 
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121
4
3
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ç
è
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÷
ø
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ç
è
æ+×-=
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ここで，①より， 41
³

T
 

よって， ( ) 2124
4
3121

4
3

cos
1 2

2

=+-³+÷
ø
ö

ç
è
æ -=
Tq

より，
qcos

1
の最小値は 2 

すなわち
2
1cos =q   

ゆえに，q の最小値は
3
p  

参考図 
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解法 1：等面四面体と直方体の関係を利用して解く。 

 △ABC を a=BC ， b=CA ， c=AB の鋭角三角形とすると， 
222 bac >+ かつ 222 cba >+ かつ 222 acb >+ ，  

すなわち 0222 >-+ bac かつ 0222 >-+ cba かつ 0222 >-+ acb が成り立つ。 
そこで， 2222 2xbac =-+ ， 2222 2ycba =-+ ， 2222 2zacb =-+ を満たす正数 zyx ,, を

考えると， 222 yxa += ， 222 zyb += ， 222 xzc += が成り立つことから， 

A,B,C は下図のような直方体 ABCD-EFGH の 3 つの頂点とすることができ， 

四面体 ABCD は各面すべてが△ABC と合同な四面体となる。 

ゆえに，題意が成り立つ。 
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解法 2：等面四面体と直方体の関係を利用しないで解く。 

各面すべて合同な鋭角三角形である四面体 ABCD が存在すると仮定し， 

それと相似または合同な四面体 D'C'B'A' の頂点の座標を次のようにとる。 
( )0,0,0'A ， ( )0,0,1'B ， ( )0,,C' ts ， ( )rqp ,,'D  

ただし， C'B'ΔA' が x軸に関して対称な三角形を，任意の四面体 D'C'B'A' が xy平面に関

して対称な四面体をもたないようにする目的で， 0,0 >> rt とする。 

C'B'ΔA' が任意の鋭角三角形と相似または合同であるための必要十分条件は， 
222 'A'C'C'B'B'A >+ かつ 222 'B'A'A'C'C'B >+ かつ 222 'C'B'B'A'A'C >+  

すなわち， ( ) 222211 tsts +>+-+ かつ ( ) 11 2222 >+++- tsts かつ ( ) 2222 11 tsts +->++  

より， 10 << s  ・・・① かつ 022 >-+ sst  ・・・② 

 また，各面すべて合同ならば 22 D'C'B'A' = ， 22 D'A'C'B' = ， 22 D'B'A'C' = が成り立つから， 
 ( ) ( ) 2221 rtqsp +-+-=  122 22222 +--+=++\ tsqtpsrqp  ・・・③ 

 ( ) 222221 rqpts ++=+-  1222222 +-+=++\ sstrqp  ・・・④ 

 ( ) 22222 1 rqpts ++-=+  1222222 -++=++\ pstrqp  ・・・⑤ 
 ④－⑤より， ( ) 012 =+-- sp  sp -=\ 1  ・・・⑥ 

 ③－④より， ( ) 02 22 =+--+ sstqtps  
t

pssstq --
+=\

2
 

 これと⑥より，
( )
t
sstq -

-=
12

 ・・・⑦ 

 ⑥と⑦を④に代入すると， ( ) ( ) 12121 222
2

2 +-+=+
þ
ý
ü

î
í
ì -
-+- sstr

t
ssts  

 よって，
( )( )

2

22
2 14

t
sstssr -+-

= となり， 

 ①，②より，右辺は
( )( ) 014

2

22
>

-+-
t

sstss
を満たす。 

 これと， 0>t より，
( )( )

t
sstss

r
-+-

=
2212

 ・・・⑧ 

ゆえに，⑥～⑧より， 'D ( ) ( )( )
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ -+--
--

t
sstss

t
ssts

2212
,12,1 が存在する。 

 逆に， ( )0,0,0'A ， ( )0,0,1'B ， ( )0,,C' ts ，
( ) ( )( )

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ -+--
--

t
sstss

t
ssts

2212
,12,1'D  

ただし， 10 << s ， 022 >-+ sst ， 0>t とすると， 
四面体 D'C'B'A' の各面はすべて合同な鋭角三角形である。 

ゆえに，各面がすべて合同な鋭角三角形である四面体 ABCD が存在する。 
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補足 
( )0,0,0'A ， ( )0,0,1'B ， ( )0,,C' ts のとき C'B'ΔA' が鋭角三角形であるためには， 

°<Ð<°°<Ð<° 90'B0,90'A0 より， 10 << s  

°<Ð<° 90C'0 より，C'は B'A' を直径とする円の外部に位置しなければならない。 

つまり， B'A' を直径とする円は中心が ÷
ø
ö

ç
è
æ 0,0,

2
1

，半径が
2
1
だから， 

C'と円の中心の距離が
2
1
より大きくなければならない。 

よって，
2

2
2

2
1

2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ>+÷

ø
ö

ç
è
æ - ts  すなわち 022 >+- tss  

ゆえに， 10 << s かつ 022 >+- tss であればよい。 
また，下図より， 

C'B'ΔA' を直角三角形とすると， 022 =+- tss より，⑧で 0=r となる。 
したがって， 'C が xy平面上の点となり，四面体ができない。 

C'B'ΔA' を鈍角三角形とすると，（（ 0<s または s<1 ）かつ 022 >+- tss ）または 

（ 10 << s かつ 022 <+- tss ）より，⑧で r は虚数となる。 
したがって，点 'C が存在しないため，四面体ができない。 

ゆえに，各面がすべて合同な直角三角形または鈍角三角形である四面体は存在しない。 

 

x
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1
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参考図 1  

各面がすべて合同な鋭角三角形の四面体 D'C'B'A'  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

z

OA'

B'
C'

D'

z  

y  

x  



2017 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

17 

 参考図 2 

  等面四面体と直方体 
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238 

(1) 

 立方体を 1 枚の平面で切断したときできる 2 つの立体のうち，三角形の切り口と立方体

の頂点を含む立体は立方体の頂点に 3 直角が集まる直角三角錐である。 
 そこで，下図のような直角三角錐 ABCD を考え， dcb === AD,AC,AB とすると， 

三平方の定理より， 222DB db += ， 222BC cb += ， 222CD dc +=  
 よって， 

02CDBCDB 2222 >=-+ b ， 02DBCDBC 2222 >=-+ c ， 02BCDBCD 2222 >=-+ d  

すなわち， 222 CDBCDB >+ ， 222 DBCDBC >+ ， 222 BCDBCD >+  
より，△DBC は鋭角三角形である。 

ゆえに，題意が成り立つ。 
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(2) 

 
上図の△PQR は立方体 ABCD-EFGH を 1 枚の平面で切断したときの切り口で， 

(1)より，△PQR は鋭角三角形である。 
また， p=AP ， q=AQ ， r=AR とすると， 

PQ：QR：RP 22 qp += ： 22: rq + ： 22 pr +  ・・・① 

次に，任意の鋭角三角形 Tと相似な鋭角三角形を 'T とし， 
その 3 辺の長さを gba ,,  ・・・② とすると， 

0222 >+- gba かつ 0222 >-+ gba かつ 0222 >++- gba  ・・・③ 

さらに， 'T と相似な△PQR が存在すると仮定し， 

その相似比を，①，②より，
gba

222222 prrqqp
k

+
=

+
=

+
=  とすると， 

2222 akqp =+ ， 2222 bkrq =+ ， 2222 gkpr =+ より， 

2222 gba +-=
k

p ， 2222 gba -+=
k

q ， 2222 gba ++-=
k

r  

これと③より， rqp ,, が実数であることを満たす。 

さらに， 'T の 3 辺の長さのとり方により，kは任意の正の実数をとることができるので，

適当な kをとることにより， 10 << p かつ 10 << q かつ 10 << r とすることができる。 

したがって， 'T と相似な△PQR が存在する。 

ゆえに，切り口が Tと相似になるような切り方が存在する。 
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